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Аннотация. Вводится понятие епектральши'о типа для обратимых динамических систем 
четной размерности, изучение которых начато в предыдущих работах авторов. Задача о пере­
числении этих спектральных типов сводится к перечислению спектральных типов матриц чет­
ной размерности, которые обладают «симметричным» спектральным разложением. Ставится 
комбинаторная задача о вычислении числа N-2n спектральных типов таких матриц размерно­
сти 2п и дается ее решение в терминах производящей функции.
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1. Введение. Пусть линейное многообразие квадратных матриц фикси­
рованного порядка п G N. Каждая матрица Л  G характеризуется набором п =  
/г2, Щ, ■■■)■, в котором n.j G N+ , j  G N и щ  +  2??,2 +  3/?з +  ... =  п =  |п|, Этот на­
бор определяет структуру ее спектрального (канонического треугольного жорданова) 
представления (см., например, |1 | )
^  =  Ф  +  N j ) , (1)
j=i fc=i
где Jj -  единичные матрицы порядка j ,  А^ д. -  собственные числа (возможно, среди них 
есть совпадающие) матрицы Л  и 3\Г,- -  стандартные нилыютентные матрицы порядка j  
с тем же порядком нильпотентности, Wj =  0 и NJ-1 ф 0, j  =  1 4- s, где s -  число клеток 
Жордана в каноническом разложении матрицы (число ненулевых компонент в набо­
ре п). Таким образом, каждая нилыюнентная матрица порядка т  G N в жордановом 
представлении любой матрицы Л  G Wln имеет вид
(N)fc/ =  4 + u , k,l =  l  + m.
Введенную характеристику п назовем типам, спектрального разложения (1) мат­
рицы Л .  Квадратные матрицы Л  и Ъ одинакового порядка п G N эквивалентны друг 
другу, если имеется связывающая их неособенная матрица И, det И /  0 такая, что 
И Л И - 1  = Ъ. Очевидно, что необходимым условием для того, чтобы матрицы Л  и Ъ из 
Wln были эквивалентны друг другу, является совпадение их типа спектрального раз­
ложения. Поэтому линейное многообразие представляется в виде дизъюнктивного 
объединения классов Яп матриц фиксированного спектрального типа п. Это является
следствием классической теоремы Жордана (см., например, |1|) о приведении матриц 
к жордапову представлению. Будем, далее, обозначать посредством Nn число классов 
Яп, составляющих это объединение. Представляет интерес оценка (вычисление) этого 
числа для каждого значения п G N.
Наряду с поставленной задачей об оценке числа Nn дня пас в этом сообщении основ­
ную роль будет играть другая комбинаторная задача. Обобщим теперь понятие экви­
валентности матриц следующим образом. Будем говорить, что квадратные матрицы Л 
и Ъ одинакового порядка п G N спектрально эквивалентны друг другу, если имеются 
две неособенные матрицы tti и 1С2, dettt*. ф 0, к =  1,2 такие, что UiAU2 * =  Ъ. Вве­
дем теперь, в дополнение к тину спектрального разложения, характеристику, которая 
представляется набором к =  (А:ь к2, ...), где каждое число kj, j  =  1 4  s равно числу 
тех клеток Жордана в j -й компоненте разложении (1), дня которых А^ д. =  0. Тогда 
kj <  n.j, j  =  1 4  s. Набор k будем называть спектральной характеристикой нулево­
го инвариантного пространства матрицы Л. Нетрудно доказать, что матрицы Л и Ъ 
одинакового порядка п G N спектрально эквивалентны друг другу в том и только в 
том случае, когда у них совпадают: спектральный тин и спектральный тин пулевого 
пространства. Аналогично указанному выше распределению матриц линейного много­
образия Wln по классам Яп, каждый из этих классов разлагается дизъюнктивно па клас­
сы спектрально эквивалентных матриц. В связи с этим, возникает комбинаторная 
задача об оценке числа Nn ,^ всех классов матриц с фиксированными значениями 
|п| и |k| =  к\ +  к-2 + ...  +  ks. Ясно, что, вследствие принципа умножения, эта задача имеет 
простое решение в терминах введенной выше функции Nm, а именно, Nn^ =  Х кХ п_ к 
(см. но этому поводу доказательство теоремы 3).
Значение числа Nn^ тесно связано с числом Nn^ спектральных типов линейных об­
ратимых динамических систем. Линейную динамическую систему четной размерности 
2п, то есть систему обыкновенных дифференциальных уравнений дня вектор-функции 
X(t ) ,  G М вида
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с постоянной матрицей S G 0Л2га будем называть обратимой (см., |2-6|), если в спек­
тральном разложении (1) дня каждого значения j  G N с ненулевой компонентой щ  в 
наборе п выполняется: 1) число m,j всех составляющих спектрального разложения (1) с 
A j, к Ф 0 четно; 2) множество всех таких составляющих представимо в виде дизъюнктив­
ного объединения двух множеств с числом m .j/2 элементов в каждом таким образом, 
что их элементы (Aj,k'3j +  Nj) и (Aj,k"3j +  Nj)  находятся в таком биективном соответ­
ствии, что Aj-д./ =  — Характеристика Nn,k .пииейиых обратимых систем, введенная 
выше, равна числу спектральных типов матриц S порядка 2п, у которых суммарный 
порядок клеток Жордана ( A +  3\Г,-) с Xj k =  0, равна 2к.
2. Ч и сл о  сп ек тр а л ьн ы х  ти п ов  Nn. Дня решения задачи о вычислении (оценке) 
числа Nn введем в рассмотрение производящую функцию
X  =  9 Х
(2)
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для z Е С так, что
=  1 ( d ' F ( z )
п\ \ dzn , г=0
Т еор ем а  1. Производящая функция является аналитической внутри единичного 
круга, в котором она представляется формулой
ОО
m  =  Г Б 1 -  <3>
j=i
□  Спектральный тип п =  {п\, п2, ■■■) матрицы Л порядка п определяется ее кано­
ническим жордаиовым представлением, к которому она приводится некоторым преоб­
разованием ИЛИ-1  с некоторой неособенной матрицей И так, что щ  -  числа клеток 
Жордана порядка j  в этом представлении. Тогда дня каждого фиксированного п G N 
число Nn является числом решений уравнения щ  +  2п2 +  Зщ +  ... =  п так, что оно 
представляется следующей суммой
Nn =  y , 1 •
П1 >п 2 : т,1+2п2+Зпз + ...='П
Подставим это выражение и представление
ОО
уЗП3п
3 = 1
zJ
в определение (2) производящей функции F(z) ,
f w  =  E  Е  П
ОО
•ЗпзZJ
п=О ni >п2 : 7=1
п 2 п 2  + Зпз ...=п
Переставим суммирования в этом разложении но правилу:
N
Е  Е  9 (щ , п2, п3 , . . . ) =  ^ 2  д {щ,  п2, п3,...),
п= 0  П1,П2,пз. . . :=п пП1 ’По2 ’"\: /а,п  I  -\- 2 п 2  + 0 П 3  . . .  <  N
выполняющемуся дня любой функции д(п\, п2, ...), с последующим переходом к пределу 
N  —> оо. Перестановка суммирований возможна в области сходимости степенного ряда 
(1). В результате, получаем
ОО ОО
F < ' ) =  Е  I I
П1,П2,...=0 j = 1
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Выражение в правой части факторизуется в бесконечное произведение рядов, что, опять 
же, допустимо в области сходимости степенного ряда
ОО ОО
Е П
711,712,. . .=0 j = l
П  -  J r '  ■
3 = 1
Число Nn при малых значениях п легко вычисляется. В частности, Ni =  1, N2 =  2, 
N3 =  3 и N.4 =  5, где в последнем случае возможные спектральные тины даются следу­
ющими наборами (4, 0 ,  0 ,  0 ) ,  (2 , 1,  0 , 0 ) ,  ( 1 ,  0 , 1 ,  0 ) ,  ( 0 ,  2 , 0 ,  0 ) ,  ( 0 ,  0 ,  0 , 1 ) .  Однако, комбина­
торная функция Nn очень быстро возрастает и возникает задача о ее асимптотическом 
вычислении при п —> оо, в простейшем случае, о получении дня нее хорошей верхней 
оценки. Ниже мы даем подход к решению такой задачи, использующий формулу (3), и 
получении, в рамках этого метода, простой верхней оценки числа Nn.
Обозначим
- тп
Gn =  — F(z)
dzn z= О
Тогда справедливы следующие алгебраические преобразования
G n + 1 =
dn (  d 
' f - F ( z )
dzn V dz z= о dzn \ dz 3 = 1 z= 0
dzn V dz/=i
- l dn g  lzl~l
dn ^  lzlE
- l
-F(z)
dzn ^  (1 — zl)
i = i  K J
С
= ЕгЕ
oo n
1=1 m=0
= Ег
z= 0 —^1
п\  Г dl
m.
z= 0
da zl~l 
dzn (1 — zl)
J -1
dzn ^  (1 — z1) 2i=i v > jy  i
~\(1 -  z3)з\ - 1
z= 0
F(z)
z= 0
z=0dzm (1 — zl)
OO
= ЕгЕ
Вычисляя производную в правой части
оо п
1=1 т=0
dz'
 F(z)i — т .  х '
z= О
dm J - 1
dzm (1 — zl) z= О
d<m I
dzm (1 — zl) z= 0
dm
dzr> E ^ - 1fc=i ( I k  — m  — 1 ) !z = 0  k —1
в ( I k -  m  -  1 )  • 8mj k - 1
где 6 (m) =  {1 ,m  G N+0]0,m, <  0} при m  G Z, В результате, получаем рекуррентное 
соотношение дня величин Gn, п G N,
оо п
G.»г+1
1=1 т=О
Е'Е L К -Е (1 к -  1)!
fc=i (1к — т — 1)!
в(1к -  т  -  1) • •
 ^ оо гг  ^ оо  ^ оо
Nn+1 — ■ — \  I  ^ тNn—m \   ^'6(1 к тп l)*5m ik—i — ; ~ ^  ^ lNn— /fcH- 1) —
п. А- 1 z z '  m .  z '  г?. 4 -  1 z '
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Так как G n/n\ =  N n, то из этой рекуррентной связи следует связь между числами N n,
I 1 /  /  I /г /—  i n  /  '  \ ---------  ■ '  -  — /  -  m . i n , —  _l ./г +   ' ?n! /г +  Z=1 m=0 fc=l fc,/=l
1 n+1  ^ n+1
У " , ^ra-Zfc+1 =  ^  Л^ /г-p+l ^  / =  , X !  Nn_p+lL.I 1 /  J 10 —  1ГЪ~Г± . -1 /  /*— // -p jL  / ,  , 1n +  1 ' /г +  1 n +  1
к,l: p =  1 l-.p/l, p =  1
l<ifc<n + l p>i>l
Комбинаторная функция Lp, p G N в правой части представима в виде
Ьр =  ^  / =  J^[ (1 +  q) . (4)
l : p / l  q — п р о с т ы е :
1  < 1 < р  P = U  q
Таким образом, нами доказано следующее утверждение.
Т еор ем а  2. Числа Nn, п G N удовлетворяют системе рекуррентных соотношений
 ^ п+1
Nn-\-\ =  - — — 'У  ^Nn—p-\-iLp , (5 )
7 Ъ \ 1 р= 1
где комбинаторная функция Lp, р G N определяется равенством (4).
На основе полученного рекуррентного соотношения имеется возможность вычис­
ления комбинаторной функции Nn, не прибегая к перебору возможных спектральных 
типов матрицы дня каждого фиксированного значения п. В частности, на основе легко 
получается верхняя оценка числа Nn дня больших значений п.
С л ед стви е . Имеет место следующая верхняя оценка
9  /7 i
Nn < ——тг(1 + 1п(1 + «)) • (5)п +  2
□  Заметим, что дня значений р =  1, 2,..., п +  1 выполняется Nn_p+i, ввиду монотон­
ного возрастания Nn. Тогда из (5) следует, что Nn+1 <  Nn m ax{Lp;p  =  1 4- п +  1}.
Получим эффективную верхнюю оценку дня комбинаторной функции Ьр. Пусть
(l, '/?i, . . . ,п3 =  р) ~ упорядоченный но возрастанию набор частных от деления числа р,
на его делители. При этом s <  р и n.j >  j ,  j  =  1 4  s. Тогда
' l  Л 1
L:> =  p Y , ^ - ^ p Y .  I '
1=1 1 1 3=1 J
Следовательно, N n + 1 <  NnSn+1 , где
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36 131
Итерация последнего неравенства приводит к оценке
П
Nn <  п\ \ | Si
1=1
так, что дня получения нужного неравенства нужно оцепить сверху произведение сумм 
Si. Ввиду монотонного убывания функции х ~ 1, имеем
П
1 [  с1х
^ 7 - 1 + У Т  = 1 +  ь " '
/=1 i
Тогда справедлива оценка сверху произведения
П  П
^ Si < exp ^  ln(l +  In /) ,
1= 1 1=1
где сумма в показателе экспоненты, ввиду монотонного возрастания функции 1п(1+1пт) 
оценивается сверху интегралом
n + 1  7г+1
п г Г dx
ln(l +  In /) < / ln(l +  lnx)dx =  (п +  1) 1п(1 +  1п(/г +  1)) —
i=i 1 + In X
и, так как In# < х при х > 1, то последний интеграл оценивается снизу величиной 
1п(/г +  1)/2, Следовательно,
n S‘ S ^ f 2 < 1 + ln <1 +  n» " + V "
1 = 1
Теорема 3. Пусть Nn,k ~ число сиектральиых типов матриц S порядка 2п с суммар­
ного порядка 2к клеток Жордаиа в каиоиичсском представлении, имеющих нулевые 
собственные числа, с симметричным сиектральиым разложением. Тогда имеет место 
равенство
Nn,k N2kNn—k ■
□  Так как матрица S имеет симметричное спектральное разложение, то клетки 
Жордана с ненулевыми собственными числами в ее каноническом представлении, число 
которых равно 2(/?, — к), разбиваются на пары так, что матрицы в каждой паре имеют 
одинаковый порядок. Поэтому спектральный тип матрицы, составленной из клеток, 
которые являются первыми в каждой паре, полностью определяет спектральный тин 
всей матрицы, составленный из клеток с ненулевыми собственными числами. Число 
спектральных типов таких матриц равна Nn~k-
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Далее, при при фиксации спектрального типа матрицы, составленной из таких кле­
ток Жордана с ненулевыми собственными числами, спектральный тин всей матри­
цы S определяется выбором спектрального тина матрицы, составленной из клеток 
Жордана с пулевыми собственными числами. Число возможностей выбрать спектраль­
ный тин этой части матрицы S равно N^,. Тогда, в силу принципа умножения, имеем 
Nn,k — Nn—k-N'2k- ^
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ABOUT CLASS OF HAMILTONIAN MATRICES 
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Abstract. The concept of spectral type of reversible dynamic systems having even dimension is 
introduced. The studv of such a type systems has began by authors in previous papers. The problem 
of the number N2n enumeration of dynamic systems spectral types is reduced to the enumeration 
of spectral types of matrices with even degrees which have the "symmetric"spectral decomposition. 
The combinatorial problem of evaluation the number N2n is set. The solution of this problem is 
proposed in terms of the generation function of the spectral types number which may be realized 
when matrices have 2n degrees.
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